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Modelannahmen

Wir werden folgendes lineare Modell betrachten :

Y=X-B+e J

wobei Y € R™1 X € R™ P und ¢ € R™*!. ¢ ist unabhinig von X mit i.i.d.
Komponenten und Erwartungswert = 0. Y ist der Ergebnisvektor und X
die Designmatrix.

Thomas Schifer Signifikanztests 15.12.2014 3/28



Notation

Definition
e Sy :={J; 5;-) #0,j=1,...,p} wobei 3° der wahre Parameter ist.
o 37 (A) ist der Lasso Schatzer fiir den Parameter 5 abhangig von A
basierend auf den Daten von I C {1,...,n}.
o S\(I)={j; 3]1()\) #0, j =1,...,p} Schatzer fiir Sy basierend auf
BI(N).
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stability selection

stability selection
Sei IC {1,...,n} eine zufillig gezogene Stichprobe mit |I| = |%| . Dann

() == P[K C S)(I)] J

mit K C {1,...,p} und P ist die relative Haufigkeit von K C §>\(I) iber
alle Moglichkeiten (LZJ)
2
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stability selection

stability selection
Sei IC {1,...,n} eine zufillig gezogene Stichprobe mit |I| = |%| . Dann

() == P[K C S)(I)] J

mit K C {1,...,p} und P ist die relative Haufigkeit von K C §>\(I) iber
alle Moglichkeiten (LZJ) Das heiflt :
2

(V) =Y H(K(T;;(I))

2
bzw. fir K = {j}

2
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stability selection

Definition
Sei i € (0,1] und A C RT. Dann

Sstable = {.7) rilea/{{ Hj()\) > 7"'thr}

Ziel: Mit einer guten Wahl von m,,. die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler
1. Art zu kontrollieren.
Fehler 1. Art: Der Parameter ﬁ? ist = 0, aber der Schéatzer ist # 0.
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ar = E[|SA(1)

I

Sa(I)=J Sa(I)={j; IrneAmitjeSi(I)}
AEA

V= |Sg N Sstable|
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stability selection

Sa(I)=J Sa(I)={j; IrneAmitjeSi(I)}
AEA

aa = E[|SA(1)]] V =S5 N Sstavic]

Satz 1

Sei A C RT. Seien die Verteilungen von {1(j € Sx(I)),j € S6}
austauschbar fur alle A € A. Sei weiter der Schatzer nicht schlechter als
zuféllig gewahlt, dh.

E[|So N Sal] N
E[|SsN Sal] — 156!

Dann ist fiir mp, € (%, 1]

1 q%

EV < —M =4
[] 2hr — 1 p

v
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Notation
Y 12 c {1, .. n} mit I =17 = |2
§simult,A _ §)\(I1) N §)\(I2),

Jund I'nrz=g

ﬁ%’mult()\) _ ]P[K c §simult,A]

o & - = DA
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stability selection

Notation

IV r2c{l, . nymit I =1?|=[2|ud I'NI?*=0

§simult,A _ §>\(Il) N §)\(I2), ﬁ%'mult()\) _ ]P[K c §simult,A]

Lemma 2

Sei K c {1,...,p} und :S’\)\(I) ein Schatzer mit |I| = [%J
Falls P[K C S\(I)] <, dann P[I;7mI(\) > ¢] < =
Falls PIK C Uyen S,\] < ¢ fiir ein A C RT, dann
Plmaxyen T™H(N) > (] < &

[m] = = =
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stability selection

Notation
IV r2c{l, . nymit I =1?|=[2|ud I'NI?*=0

§simult,>\ _ S\A(Il) N §/\(I2), ﬁ%mult()\) _ ]P’[K c S\simult,)\]

Lemma 2

Sei K c {1,...,p} und §A(I) ein Schatzer mit |I| = L%J
Falls P[K C S\(I)] <, dann P[I;7mI(\) > ¢] < =
Falls P[K C [Jycp Sa] < € fir ein A € RT, dann
Plmaxyes () > (] < %

Lemma 3

Fiir ein beliebiges K C {1,...,p} und eine beliebige Relation w zu den
original n Daten im zugrundeliegendem Wahrscheinlichkeitsraum 2 gilt:

5t () > 200k (A) — 1

y

Thomas Schifer Signifikanztests 15.12.2014 8 /28




Was bringt dieser Satz?

Ziel, dass E[V] < « fiir eine vorher bestimmte Schranke . Damit folgt
P[V > 0] < a und somit ist die Wahrscheinlichkeit mindestens eine falsche
positive Wahl zu treffen kontrollierbar.
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Ziel, dass E[V] < « fiir eine vorher bestimmte Schranke . Damit folgt
P[V > 0] < a und somit ist die Wahrscheinlichkeit mindestens eine falsche
positive Wahl zu treffen kontrollierbar.

Fir 2 < pa wahle mp, = 1 (%
qxn < pa wahle myp, = 5 +1
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Was bringt dieser Satz?

Ziel, dass E[V] < « fiir eine vorher bestimmte Schranke . Damit folgt
P[V > 0] < a und somit ist die Wahrscheinlichkeit mindestens eine falsche

positive Wahl zu treffen kontrollierbar.

1 2
E[V] 9L,
2hr — 1 p
. 2 . _ ]_ q[2\
Fiir gX < pa wahle my,, = 5 o T 1
Was tun fiir qf\ > pa ?

15.12.2014 9/ 28



Was bringt dieser Satz?

Ziel, dass E[V] < « fiir eine vorher bestimmte Schranke . Damit folgt
P[V > 0] < a und somit ist die Wahrscheinlichkeit mindestens eine falsche
positive Wahl zu treffen kontrollierbar.

Fiir g2 < pa wihle 7y, = 1 ﬁ—i—l
ASDP thr 2 \ pa
Was tun fiir qlg\ > pa ?

@ Erweitere A s.d. ga kleiner wird

o Erhdhe die Schranke a s.d. ¢ < pa
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stability selection

Voraussetzung der Austauschbarkeit

Bei wahren Daten kdnnen wir die Austauschbarkeit nicht garantieren, aber
reale Beispiele zeigen, dass die Schranke ,vergleichsweise gut halt".
Wir konstruieren unser Beispiel mit folgenden Parametern:
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stability selection

Voraussetzung der Austauschbarkeit

Bei wahren Daten kdnnen wir die Austauschbarkeit nicht garantieren, aber
reale Beispiele zeigen, dass die Schranke ,vergleichsweise gut halt".
Wir konstruieren unser Beispiel mit folgenden Parametern:

Sei n = 60, p = 200 und
Y=XB+¢
wobei Y € R, & ~ N, (0,5 1) € R™! und X € R™? mit Spalten
1 05 --- 05
X, ~ N(0,8) id. mit s = [0 1
: 0.5
05 ... 05 1
. . 3 Aalls 7=0 mod 20
sowie 8 € RP*! mit 38; =
0 sonst

Vergleiche Beispiel 10.1 aus [BvdG11]
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stability selection

Austauschbarkeitsimulation an einer Realisation

60
]

Frequency
30 40

20

10

| - 1

I T T T T 1
0 2000 4000 6000 8000 10000

Haufigkeit von j im Schatzer

10.000 Durchléufe, X fest, € zufillig in jedem Durchlauf. Haufigkeit von j
in S\(I).
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single sample splitting

single sample splitting

neues Ziel: schwichere Voraussetzungen als Austauschbarkeit. Dazu

betrachten wir nun
Y=X5+¢

wobei €1...6,, i.i.d. ~ N(0,02). Wir wollen fiir alle j € {1,...,p} den
p-Wert zum Test

H()J‘:,Bj:o vS. HA,jtﬁjséO J

bestimmen.
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single sample splitting Strategie

@ Teile die Daten in 2 Halften. I, I5 mit
InNIy=2, |11 =[%],|[I2l=n—|%]
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single sample splitting Strategie

O Teile die Daten in 2 Hilften. I, I, mit
InNIy=2, |11 =[%],|[I2l=n—|%]

@ Bestimme einen Schatzer §(I1) auf Grundlage der zugehdrigen Daten
(Xr1,,Yr,) ( z.B. durch Lasso).
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single sample splitting Strategie

O Teile die Daten in 2 Hilften. I, I, mit

InNIy=0,|I1]=|%],|I2l=n—|%].

@ Bestimme einen Schatzer §(Il) auf Grundlage der zugehdrigen Daten
(Xr1,,Yr,) ( z.B. durch Lasso).
© Bestimme p;-Werte zur Hypothese Hy ; mit der kleinsten Quadrate

Methode auf Grundlage der Daten (X7,,Y7,) und nutze nur die
Variablen aus S(I;).
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single sample splitting Strategie

O Teile die Daten in 2 Hilften. I, I, mit

InNIy=0,|I1]=|%],|I2l=n—|%].

@ Bestimme einen Schatzer §(Il) auf Grundlage der zugehdrigen Daten
(Xr1,,Yr,) ( z.B. durch Lasso).

© Bestimme p;-Werte zur Hypothese Hy ; mit der kleinsten Quadrate
Methode auf Grundlage der Daten (X7,,Y7,) und nutze nur die
Variablen aus S(I;).

_ p;, falls j € S(I7)
o pj = { J !

1, sonst
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single sample splitting Strategie

O Teile die Daten in 2 Hilften. I, I, mit

InNIy=0,|I1]=|%],|I2l=n—|%].

@ Bestimme einen Schatzer §(Il) auf Grundlage der zugehdrigen Daten
(Xr1,,Yr,) ( z.B. durch Lasso).

© Bestimme p;-Werte zur Hypothese Hy ; mit der kleinsten Quadrate
Methode auf Grundlage der Daten (X7,,Y7,) und nutze nur die
Variablen aus S(I;).

® 75— p;. falls j € S(I1)
T 1, sonst

@ korrigiere nun den Fehler des mehrfachen Testens
Peorrj i= min{p; - |S(I1)],1} fiiralle j € {1,...,p}

Bonferroni-Korrektur
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Beispieldesign

Wir konstruieren unser Beispiel mit folgenden Parametern:

Sei n = 60, p = 200 und

Y=Xp+¢
wobei Y € R™1, e ~ A, (0,1-1) € R™! und X € R"*P mit Spalten
1 05 --- 0.5
X ~Np(0,%) iid. mit ¥ = 05 1
: . 0.5
05 ... 05 1
_ . 3 falls j =0 mod 20
sowie 3 € RP*" mit 8; =
0 sonst
Vergleiche Beispiel 10.1 aus [BvdG11]
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p-Wert Lotterie

400 Durchldufe und berechne pog

p-Wert Lotterie bei single split methode

150
)

100
1

Freguency

00 02 04 06 08 10

p-wert von beta_20
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single sample splitting

Annahmen

Um den Fehler kontrollieren zu kdnnen gehen wir im Folgenden von diesen
Annahmen aus. Sei S,, der Schitzer auf Grundlage von Daten
I CA{L,...,n} mit |I,,] =m.
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Annahmen

Um den Fehler kontrollieren zu kdnnen gehen wir im Folgenden von diesen
Annahmen aus. Sei S,, der Schitzer auf Grundlage von Daten
I CA{L,...,n} mit |I,,] =m.

e lim P[S\{%J D) So] =1

n—oo
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single sample splitting

Annahmen

Um den Fehler kontrollieren zu kdnnen gehen wir im Folgenden von diesen
Annahmen aus. Sei S,, der Schitzer auf Grundlage von Daten
I CA{L,...,n} mit |I,,] =m.

e lim P[S\{%J D) So] =1

n—oo

o lim P[\gL%“ <=1

n—oo
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single sample splitting

Annahmen

Um den Fehler kontrollieren zu kdnnen gehen wir im Folgenden von diesen
Annahmen aus. Sei S,, der Schitzer auf Grundlage von Daten
I, CA{L,.. n} mit |I,,| =

e lim IP)[ { J DSo]—l

n—oo

e lim P[|S L%J\<§]:1

n—o0
o Sei X(I,)=m'X] X, SeiX(In)s,s die zugehdrige |S| x |S]
Teilmatrix zu S C {1,...,p}. Annahme:

Amin(S(Im)s.s) >0 fiir alle S mit |S| < g

fir alle I, mit |I,,|=m=n— {§J

mit Apin(A) kleinster Eigenvektor von A.
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single sample splitting
~

Ssingle—split(a) = {.7 :51' < a}

Vsingle—split(a) = |Ssingle—split(a) N SS|
Lemma 4

Unter vorherigen Annahmen gilt fiir o € (0,1)

n—oo

lim sup ]P)[Vsinglefsplit (a) > 0] <«
Beweis s. Kapitel 11.1 aus [BvdG11]

o & - = DA
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multi sample splitting

multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.
Firb=1,...B
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multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.
Firb=1,...B
o Spalte die Daten zufillig in I% und I} zu fast gleich groBen Teilen.
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multi sample splitting

multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.
Firb=1,...B
o Spalte die Daten zufillig in I% und I} zu fast gleich groBen Teilen.

o Benutze nur I% um S? := S(I?) zu bestimmen.
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multi sample splitting

multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.

Firb=1,...B

o Spalte die Daten zufillig in I% und I} zu fast gleich groBen Teilen.

o Benutze nur I% um S? := S(I?) zu bestimmen.

o Benutze I} zur Bestimmung der p-Werte
ﬁc’omj = min(f){ﬂSlﬂ7 firj=1,..,p
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multi sample splitting

multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.

Firb=1,...B

o Spalte die Daten zufillig in I% und I} zu fast gleich groBen Teilen.

o Benutze nur I% um S? := S(I?) zu bestimmen.
o Benutze I} zur Bestimmung der p-Werte
ﬁc’omj = min(ﬁ?!SbL firj=1,..,p

o Fiihre die p-Werte zusammen.
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multi sample splitting

multi sample splitting

Idee: Wir fiihren das ,sample splitting” Verfahren oft hintereinander aus.
Firb=1,...B

o Spalte die Daten zufillig in I% und I} zu fast gleich groBen Teilen.
o Benutze nur I% um S? := S(I?) zu bestimmen.
o Benutze I} zur Bestimmung der p-Werte
ﬁc’omj = min(ﬁ?!gﬂ, firj=1,..,p
o Fiihre die p-Werte zusammen.

Frage: Wie verbinde ich sinnvoll diese vielen p-Werte?
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multi sample splitting

Zusammenfiihren der p-Werte

Betrachte die empirische v Quantilfunktion g, (-). Sei x = (x1, x2, ..., zp)
aufsteigend sortiert. Dann ist

1 .
o () = 7(Tny + Tpyt1),  falls n -y ganzzahlig.
Tnyl s sonst
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multi sample splitting

Zusammenfiihren der p-Werte

Betrachte die empirische v Quantilfunktion g, (-). Sei x = (x1, x2, ..., zp)
aufsteigend sortiert. Dann ist

1 .
o () = 7(Tny + Tpyt1),  falls n -y ganzzahlig.
Tnyl s sonst

Sei B =10 und peorr; = (0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,0.5,1,1,1,1). Dann
5%,(0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,0.5,1,1,1,1) = 0.02

ds0%(0.02,0.05,0.1,0.2,0.5,0.5,1,1,1,1) = 0.5
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multi sample splitting

Zusammenfiihren der p-Werte

Fiir v definiere:

/\.,b
p corr,j

QJ(’}/) :min{Q’Y <{ ;b= 177B}> 71}

mit g (-) als empirische v Quantilfunktion.
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multi sample splitting

Zusammenfiihren der p-Werte

Fiir v definiere:

A.,b
p corr,j

QJ(’V) = IIliIl{(_h <{ ;b= 177B}> 71}

mit ¢,(-) als empirische v Quantilfunktion.
Wir wahlen eine angemessen Wert indem wir eine untere Schranke
Ymin € (0,1) wihlen und definieren:

p;j := min {(1 —log(Ymin)) inf  Q;(v), 1}

’Ye(')’minyl)
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multi sample splitting

Zusammenfiihren der p-Werte

Fiir v definiere:

e
Q;(v) = min{g, <{ CO;”;b = 1,'--,B}> 1}

mit ¢,(-) als empirische v Quantilfunktion.
Wir wahlen eine angemessen Wert indem wir eine untere Schranke
Ymin € (0,1) wihlen und definieren:

p;j := min {(1 —log(Ymin)) inf  Q;(v), 1}

e 'Yminyl)

1 — log(Vmin) kontrolliert die Suche nach einem optimalen Gamma.
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multi sample spl

Frequency

150

100

50

p-Wert Lotterie bei single split methode
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p-wert von beta_20

p-Werte in Abhé&ngigkeit von gamma_min

1.0
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kanztests
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p-wertvon beta_20
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multi sample splitting

Smulti—split(a) = {] *Pj < Oé}

Vinutti—split () = |Smuiti—spiit(a) N SG|

Satz 5

Sei Y = X + ¢ lineares Model mit festem Design und
standardnormalverteiltem Fehler. Sei zudem B die Anzahl der multi-split
Durchfiihrungen fest. Dann gilt fiir alle y,,,:, € (0, 1)

lim sup IED[V'multi—split(05) > 0] <«

n—oo
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Beispieldesign

Wir konstruieren unser Beispiel mit folgenden Parametern:

Sei n = 60, p = 200 und

Y=XB+¢
wobei ¥V € R™*!, & ~ N,(0,1) € R™" und X € R™? mit Spalten
1 05 --- 0.5
X, ~ N(0,8) iid mit s = [0 1
: 0.5
05 ... 05 1
. 1 3 falls 5 = 0 mod 20
sowie 3 € RP*" mit 8; =
0 sonst

Vergleiche Beispiel 10.1 aus [BvdG11]
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p-Werte nach Multisplit-Verfahren
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p-Werte nach Multisplit-Verfahren
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single vs. multi split Verfahren

Untersuche wie oft das Verfahren korrekte bzw. falsche p-Werte ausgibt.

L = 20 Durchliufe

o Erstelle ein Modell X wie zuvor, € ~ N,,(0,10- 1) und 8 mit 6
zufélligen Eintragen = 4

e Maximal 12 Eintrdge im Schétzer # 0

@ Fiihre 10 mal das single split Verfahren und 10 mal das multi split
Verfahren mit B = 10 durch.

o Bilde Mittelwert iiber Anzahl richtiger bzw. falscher Parameter mit
p-Werte < 30%.
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multi-split vs single split
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B = 200, Pr375 = 0.1344832 sowie Pr069 — 0.745386.

p-Werte nach Multisplit-Verfahren, Rosenwald Daten
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